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Введение 

 

Одной из актуальных задач цифровой обра-

ботки данных является задача определения па-

раметров зарегистрированных сигналов [1]. 

Наибольший интерес представляют не единич-

ные значения параметров, а их функциональные 

зависимости от времени. К этому классу задач 

относится вычисление частотно-временного 

распределения [2, 3].  

Несмотря на множество различных алгорит-

мов, до сих пор актуальной остается задача вы-

числения частотно-временного распределения 

сигналов со слабой частотной модуляцией на 

коротком временном интервале [4]. 

В данной статье: 

 приведен алгоритм оценки оптимальных 

параметров синусоидальной и экспоненциаль-

ной моделей дискретного сигнала методом оп-

тимизации; 

 описана методика вычисления данным 

алгоритмом в скользящем окне частотно-вре-

менного распределения квазигармонического 

сигнала;  

 приведены результаты тестирования ал-

горитма на сигналах, полученных с помощью 

компьютерного моделирования и на лаборатор-

ной установке «Маятник» [5].  

 

1. Описание алгоритма 

 

За основу был взят алгоритм, описанный в 

[6, 7]. 

Для оценки спектра будем аппроксимиро-

вать отрезок дискретного сигнала Si линейной 

комбинацией P синусоид или комплексных экс-

понент (не обязательно ортогональных на дан-

ном отрезке) с различными частотами k, ам-

плитудами Ak и фазами k так, чтобы относи-

тельная ошибка аппроксимации между моделью 

и сигналом была минимальной. 

Относительная ошибка аппроксимации вы-

числяется по формуле: 
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Оптимальные значения Ak и k можно 

назвать амплитудами и фазами спектра на ча-

стотах k лишь условно, т.к. данная модель 

учитывает особенности сигнала только с дис-

кретным спектром, когда P больше числа ча-

стотных компонент в сигнале или равно ему. 

Однако, как будет показано ниже, использова-

ние данного алгоритма может помочь оценить 

динамику отдельных частотных компонент в 

квазигармоническом ЧМ-сигнале. 

Минимизировать относительную ошибку 

аппроксимации (1), зависящую от 3·P парамет-

ров k, Ak и k, аналитически невозможно, по-

этому для поиска оптимальных параметров мо-

дели будем использовать алгоритм оптимиза-

ции. 
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Легко показать, что значения амплитуд Ak и фаз 

k можно вычислить аналитически, что сокращает 

количество поисковых параметров в 3 раза. 

 

Вычисление значений амплитуд и фаз в модели 

действительного сигнала. Для действительного 

сигнала значения частот k положительны. 

Подставим выражение (2) в (1): 
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и, проделав несложные тригонометрические 

преобразования, получим 
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где kkk AX  cos  и kkk AY  sin . 

Для нахождения оптимальных параметров Xk 

и Yk вычислим производные 
mdX

d
, 

mdY

d
 (m = 

= 1, 2, … , P) и приравняем их к нулю, получит-

ся система 2P линейных уравнений: 
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из которой найдем Xk и Yk, такие, чтобы относи-

тельная ошибка аппроксимации  была мини-

мальной для заданных частот k. Оптимальные 

значения амплитуд Ak и фаз k будут получены 

из выражений 
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Вычисление значений амплитуд и фаз в мо-

дели комплексного сигнала. Подставим выраже-

ние (3) в (1), получим 

   



 







 

















































1

0

2

1

0 1

*

1

N

i
i

N

i

P

k

ij
ki

P

k

ij
ki

S

eASeAS kkkk

. 

Сделав замену kj
kk eAh


 , получим 



 







 











































1

0

2

1

0 1

**

1

N

i
i

N

i

P

k

ij
ki

P

k

ij
ki

S

ehSehS kk

. (6) 



 

Оценка оптимальных параметров экспоненциальной и синусоидальной моделей

 

73 

Для нахождения оптимальных параметров hk 

вычислим производные 
mdh

d
 (m = 1, 2, …, P) и 

приравняем их к нулю, получится система 

P линейных уравнений: 
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из которой найдем значения hk, такие, чтобы 

ошибка аппроксимации  была минимальной 

для заданных частот k.  

Для реализации алгоритма на компьютере 

выражение (6) удобнее представить в тригоно-

метрическом виде. Формула (6) примет вид: 

где Xk = Re hk = Ak cos k и Xk = Im hk = 

= Ak sin k. 

Тогда система линейных уравнений (7) при-

мет вид: 
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Оптимальные значения амплитуд Ak и фаз k 

будут получены из выражений 
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Блок-схема алгоритма. На рис. 1 представ-

лена блок-схема работы алгоритма.  

С помощью генератора случайных чисел 

(блок 1) задаются начальные значения всех 

цифровых частот k в диапазоне от 0 до  для 

действительного или от – до  для комплекс-

ного сигнала.  В блоке 2 производится поиск 

оптимальных параметров k, при которых отно-

сительная ошибка аппроксимации, вычисляемая 

в целевой функции (блок 3), имеет минималь-

ное значение. В блоке 4 реализована визуализа-

ция исследуемого и аппроксимированного сиг-

налов (в виде графиков), найденных значений 

частот, амплитуд и фаз (в виде таблицы) и т.д. В 

процессе поиска значения цифровых частот мо-

гут перейти за границы заданного диапазона, 

поэтому полученные данные при отображении 

приводятся в диапазон от 0 до  для действи-

тельного или от – до  для комплексного сиг-

нала.  

Весь этот процесс происходит многократно, 

сохраняя значения поисковых параметров, при 

которых целевая функция имеет наименьшее 

значение. 
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Особенности реализации целевой функции. 

При вычислении целевой функции предвари-

тельно сравниваются друг с другом входные 

параметры. При совпадении двух или более па-

раметров системы линейных уравнений (5) и (7) 

становятся вырожденными. Чтобы избежать 

этого, находим параметры с равными значения-

ми (с точностью 10
–12

), оставляя только один и 

сокращая количество уравнений в системе.  

Дальнейшее изменение целевой функции 

связано с особенностями исследуемых сигна-

лов. Как правило, в сигналах присутствует по-

стоянная составляющая. Чтобы ее учесть, в це-

левой функции добавляется параметр P+1=0, 

который не является поисковым. В комплекс-

ных сигналах реальная и мнимая части редко 

бывают строго в квадратуре, поэтому добавля-

ется еще P параметров со значениями k+P+1 =  

= –k.  

Введение дополнительных частотных ком-

понент в целевой функции позволяет сократить 

количество поисковых параметров, что значи-

тельно сокращает время поиска. 

Для поиска оптимальных параметров в блоке 

2 (рис. 1) использовались: 

 подпрограмма E04CCF [8] библиотеки 

NAGLIB; 

 виртуальный прибор LabVIEW Downhill 

Simplex nD, модифицированный для работы со 

сложными функциями [9]; 

 подпрограмма E04JAF [10] библиотеки 

NAGLIB. 

В первых двух реализован симплексный 

[11], в третьей – квазиньютоновский [12] мето-

ды оптимизации. Наименьшее время поиска 

оптимальных значений параметров, при кото-

рых относительная ошибка аппроксимации (8) 

имеет глобальный минимум, показала програм-

ма, использующая E04CCF. Чуть медленнее 

работает программа, написанная на языке про-

граммирования LabVIEW. При использовании 

подпрограммы E04JAF время поиска глобаль-

ного минимума целевой функции в среднем 

увеличивается в несколько раз.  

 

Выбор количества частотных  компонент в 

модели. Количество частотных компонент в мо-

дели выбирается исходя из априорной инфор-

мации о сигнале.  

 

3. Тестирование алгоритма 

 

Рассмотрим пример анализа тестового ком-

плексного сигнала, записанного выражением: 
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Начальные случайные 

значения  

1, 2,…, P 

1 

Поиск оптимальных  

параметров методом 

оптимизации  

2 

ЦЕЛЕВАЯ ФУНКЦИЯ 

1. Вычисляет значения Xk  и  

Yk, решая систему линей-

ных уравнений (5) для дей-

ствительного сигнала, или 

hk, решая систему линей-

ных уравнений (7) для 

комплексного сигнала  

 

2. Вычисляет относительную 

ошибку аппроксимации  

по формуле (4) для дей-

ствительного или (6) – для 

комплексного сигнала  

3 

1,…, P 

 

 

Цикл остановится, если выполнился заданное число раз, 

 стала меньше заданного значения или нажата кнопка «Stop» 

Визуализация результата 

в виде таблицы и графика 
4 

найденные 

значения 

1,…, P,  

S0,…,SN-1 

 

Рис. 1. Блок-схема алгоритма 
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где f1 = 0.001, f2 = 0.01, f3 = 0.011, f4 = 0.022, 1 и 

2 – два независимых источника белого гаус-

сова шума. Чтобы проверить разрешающую 

способность алгоритма по частоте, значения 

частот второй и третьей компонент выбраны 

так, чтобы период биений, создаваемый ими, 

в 2.5 раза превышал длительность сигнала. 

Для проверки способности алгоритма оцени-

вать сверхнизкие частоты период первой 

компоненты в 2.5 раза превышает длитель-

ность сигнала. 

На рис. 2 представлены результаты ап-

проксимации сигнала без шума. Количество 

поисковых параметров равно 10 (в целевой 

функции задавались еще 11 непоисковых 

параметров с нулевой и противоположными 

по знаку частотами). Относительная ошибка 

аппроксимации (1) получилась равной 

6.810
-16

. Время поиска не превышает 1 ми-

нуты
1
. На верхнем графике изображена ре-

альная, на нижнем – мнимая части исходно-

                                                 
1
 Тестирование проводилось на ноутбуке Samsung 

NP-R560-BS02RU при использовании подпрограммы 

поиска оптимальных параметров E04CCF. 

го и аппроксимированного сигналов (ап-

проксимированный и исходный сигналы 

полностью совпадают). В таблице справа 

представлены вычисленные параметры (в 

колонке A – амплитуды, в колонке F – циф-

ровые линейные частоты, в колонке Fi – фа-

зы). Значения 2-й, 4-й, 5-й и 6-й строк пол-

ностью совпадают с параметрами исходного 

сигнала.  

На рис. 3 представлены результаты ап-

проксимации сигнала с дисперсией шума, 

равной 1. Количество поисковых параметров 

– 10. Относительная ошибка аппроксимации 

(1) получилась равной 0.29. Среднее время 

поиска увеличилось до 30 минут. На графи-

ках исходный сигнал изображен более свет-

лым оттенком, аппроксимированный – более 

тѐмным. Значения 2-й – 5-й строк в таблице 

(рис. 3) соответствуют 1-й – 4-й частотным 

компонентам исходного сигнала. Ошибки по 

частоте 2-й, 3-й и 4-й компонент сигнала не 

превышают 0.0001 (или 1%). Ошибка по ча-

стоте низкочастотной компоненты не пре-

вышает 0.0002 (или 20%). Ошибка по ампли-

туде не превысила 13%. 

 
 

Рис. 2. Результат аппроксимации сигнала без шума экспоненциальной моделью 
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Рис. 3. Результат аппроксимации сигнала с шумом экспоненциальной моделью 

 

 
 

Рис. 4. Результат аппроксимации сигнала с шумом экспоненциальной моделью (метод Прони [1]) 
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Для сравнения на рис. 4 представлены ре-

зультаты аппроксимации этого сигнала моди-

фицированным методом наименьших квадратов 

Прони [1], вычисляющим параметры  модели 

(3) аналитически. Количество комплексных 

экспонент в модели P = 21. Относительная 

ошибка аппроксимации (1) получилась равной 

0.89, т.е. значения параметров, вычисленных 

методом Прони, соответствуют одному из ло-

кальных экстремумов приведенного в данной 

статье алгоритма.  

Относительная ошибка аппроксимации те-

стовой последовательности Марпла [1], полу-

ченная программой при 10 поисковых парамет-

рах, равна 0.0144 (рис. 5). Относительные 

ошибки частот не превышают 0.3%, относи-

тельные ошибки амплитуд – 3%. Время вычис-

ления не превышает 10 минут (основная часть 

времени затрачивается на поиск более слабых 

компонент). 

Данные исследования показали, что приве-

денный в статье алгоритм не чувствителен к ад-

дитивному шуму и позволяет обнаружить в ана-

лизируемом сигнале как слабые частотные ком-

поненты, так и близкие по частоте.  

4. Частотно-временное распределение  

квазигармонического сигнала 

 

Для анализа динамики частотных компо-

нент квазигармонического сигнала вычислим 

оптимальные параметры синусоидальной (или 

экспоненциальной) модели приведенным ал-

горитмом в скользящем окне. Полученные 

значения амплитуд отображаются на плоско-

сти время – частота. По оси абсцисс отклады-

вается номер отсчета сигнала, соответствую-

щий центру скользящего окна, по оси орди-

нат – линейная цифровая частота, по оси ап-

пликат на частотах k/2 отображаются зна-

чения амплитуд Ak оттенками серого цвета 

(белому цвету соответствует нулевая ампли-

туда, черному – максимальная амплитуда все-

го распределения).  

Рассмотрим частотно-модулированный сиг-

нал, цифровая частота которого меняется по 

синусоидальному закону от 0.01 до 0.02 

  

  ,002.02cos5.2015.02sin

002.02cos5.2015.02cos

ij

iSi




 

i = 0, 1, 2, …, 999. 

 

 
 

Рис. 5. Результат аппроксимации тестовой последовательности Марпла 
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На рис. 6 изображено частотно-временное 

распределение данного сигнала, вычисленное с 

размером скользящего окна 50 отсчетов и двумя 

поисковыми параметрами. Количество итера-

ций поиска оптимальных параметров в каждом 

положении окна равно 20.  

На рисунке хорошо видна частотная компо-

нента, закон изменения частоты которой полно-

стью соответствует заданному (кроме началь-

ных и конечных отсчетов, что связано с захва-

том окном краев сигнала).  

При увеличении размера окна до 100 отсче-

тов появляется ошибка по частоте, которая не 

превышает 3%. 

При добавлении к реальной и мнимой ча-

стям сигнала белого гауссова шума с дисперси-

ей, равной 1, распределение, полученное с по-

мощью скользящего окна в 50 отсчетов, стано-

вится размытым. Увеличение размера окна до 

100 отсчетов позволяет выделить частотную 

компоненту и качественно оценить закон изме-

нения частоты (рис. 7). 

Рассмотрим пример вычисления данным ал-

горитмом частотно-временного распределения 

реального сигнала со слабой частотной модуля-

цией на фоне мешающих факторов. 

Анализируемый сигнал был получен на ла-

бораторной установке «Маятник» [5], состоя-

щей из маятника, в качестве груза которого ис-

пользуется металлическая пластина, хорошо 

отражающая звук, звуковых колонок, микрофо-

на и персонального компьютера. Микрофон 

располагается между звуковыми колонками, 

излучающими синусоидальный сигнал частотой 

4410 Гц, и маятником так, чтобы звук, излучае-

мый колонками, отражаясь от качающейся пла-

стины, попадал в него. Сигнал, полученный с 

микрофона, оцифровывался звуковым контрол-

лером компьютера с частотой дискретизации 

44100 Гц.  

 
 

Рис. 6. Частотно-временное распределение квазигармонического сигнала без шума 

 

 
 

Рис. 7. Частотно-временное распределение квазигармонического сигнала с шумом 
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Перед вычислением спектрально-временного 

распределения выполнялась предварительная 

обработка сигнала, которая заключается в 

фильтрации полосовым фильтром (с частотами 

среза 4 кГц и 5 кГц), квадратурном синхронном 

преобразовании и децимации (с шагом 50). 

На рис. 8 изображены реальная (внизу) и 

мнимая (вверху) части сигнала, полученные 

после предварительной обработки. 

На рис. 9 изображено спектрально-времен-

ное распределение, вычисленное с размером 

скользящего окна 100 отсчетов и одним поиско-

вым параметром (еще 1 параметр с нулевой ча-

стотой и 1 с противоположной частотой добав-

ляются в целевой функции). По оси абсцисс 

отложено время в отсчетах, по оси ординат – 

частота в герцах.  

На спектрограмме хорошо видны две ча-

стотные компоненты: одна соответствует по-

стоянной составляющей, а вторая – доплеров-

ской частоте звуковой волны, отраженной от 

движущейся пластины маятника. Доплеровская 

частота изменяется по синусоидальному закону 

(с амплитудой ~13 Гц или 0.015 в цифровой ча-

стоте) с периодом 750 отсчетов (0.85 с) и не-

большим затуханием, что соответствует движе-

нию реального маятника.  

 

Выводы 

 

Описанный в данной статье алгоритм пред-

назначен для оценки оптимальных параметров 

синусоидальной (2) и экспоненциальной (3) мо-

делей сигнала, заданного на коротком отрезке.  

Алгоритм не чувствителен к белому гауссо-

вому шуму, что подтверждается примерами. 

На примерах показана возможность ис-

пользования данного алгоритма для вычисле-

ния частотно-временного распределения ква-

зигармонических сигналов со слабой частот-

ной модуляцией. Малый размер скользящего 

окна позволил увеличить разрешение по вре-

 
 

Рис. 8. Осциллограмма квадратурного сигнала, полученного на установке «Маятник» 

 

 
 

Рис. 9. Частотно-временное распределение сигнала, полученного на установке «Маятник» 
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мени, при этом разрешение по частоте оста-

лось высоким. 

Недостатком алгоритма является длительное 

время оценки спектра. 

 
Работа поддержана конкурсным контрактом 

КД НК-21П с Федеральным агентством образова-

ния и грантом № 228319 Европейского союза в 

рамках проекта EuroPlanet RI FP7. 
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EVALUATION OF OPTIMAL PARAMETERS  

OF DISCRETE SIGNAL SEGMENT EXPONENTIAL AND SINUSOIDAL MODELS 

 

S.Yu. Lupov, A.M. Serebryakov, E.P. Fradkina 

 

An algorithm has been proposed to evaluate optimal parameters of sinusoidal and exponential models of a dis-

crete signal segment. It has been shown that the algorithm can be applied to evaluate the time-frequency distribution 

of a quasi-harmonic signal. An example is presented of time-frequency distribution calculation of a real signal ob-

tained on the laboratory facility “Mayatnik” (pendulum). 

 

Keywords: spectrum estimation, time-frequency distribution, optimization. 


